Przesunjcia fazowe przebiegébw zapisanych w postaci zespplaryznaczymy
wedlug wzoru (16.16), natomiast przeseia fazowe pomidzy przebiegami
wyznaczymy obliczagc r&nicg przesuni¢ fazowych, na przyktad wzory (16.17,
16.18, 16.19).

Przyktad

Na rys. 16.7 przedstawiono wykres wskazowy waito skutecznych
niesymetrycznego ukladu gwiazda — gwiazda z impegdamnv przewodzie
neutralnym dlaE, =E; = E. =220 V,p,=90°, Zagcn = RABCN + ] Xpgcne
R,=2Q, R, = 1Q RC OSQ X,=1Q, X, ——1Q .=05Q, R, =10Q,
XN =1Q, czyli odbiornik niesymetryczny 0 charakterze reaaysyjno — indukcy-
jno — pojemnéciowym.

Rys. 16.7. Wykres wskazowy niesyme-
100V.A trycznego uktadu gwiazda — gwiazda
+———~ zimpedangj w przewodzie neutralnym
Ec Eg dla wartdci skutecznych

Po obliczeniach obwodu uzyskano rasiace wyniki, wartdci skuteczne pdow

fazowych i zarazem przewodowych,= 814 A, =217A, |, =2852A,

przesunjcia fazowe wektora pdu ¢, =407°, ¢_=131°, ¢_=-1716,

wartas¢ skuteczna pdu w przewodzie neutralnyrh, = 617 Araz przesugcie

fazowe ¢, = 988, wartdci skuteczne spadku napia na odbiorniku
U, =1821V, U, =3069V, U, =2016V, przesunjcia fazowe wektora
napk¢ na odblornlku ¢y, =673, ¢, =-318, P, =-1266°, wartas¢

skuteczna napcia nlesymetruU = 873E\/| przesurr;ue fazowe ¢, =1435°

oraz przesugcie fazowe pomgidzy wektorami nagt generatoraEA, Es, Ec

a wektorem pdow la, lg, lc ¢, =492, ¢, =-431°, ¢, =216

Przesungcia fazowe wektorow odpowiadaj przesurgciom fazowym
odpowiednich przebiegéw czasowych.

16.4. Uklad trojkat — gwiazda

Rozpatrzmy uktad tréjfazowy trégk — gwiazda rys. 16.8, w ktorym wiadome
sa chwilowe symetryczne sity elektromotoryczirédet

e, =E,,sin(wt +¢,) (16.52)
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%:EMQ{M+%_%q (16.53)

e =E,, sin(wt +4, —4—;j (16.54)

gdzie E,, gron = J2 Ensc: Ea = Eg = E. — wartdci skuteczne napt ey, eg, €,
(przebiegi czasowe (16.52, 16.53, 16.54) przedstawi p&niej w postaci
zespolonej) oraz wiadomea smpedancje odbiornikd,, Zs, Zc. Szukane $ prady
przewodowe i zarazem fazow, lg, Ic oraz spadki napcia na odbiorniku
QZ,U QZB’ L_JZC'
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Rys. 16.8. Uktad tréjfazowy trégk —
'—C, — gwiazda

Zaktadamy, ze odbiornik jest dowolny tzn. symetryczny lub nieggryczny,
wyznaczamy wykres wskazowy lub wastochwilowe i skuteczne naggia i pradu
w ukladzie.

Podobnie jak w punkcie 16.1 przypadek 1 wprowadzamgtod liczb
zespolonych i przedstawiamy przebiegi Raja e, €, e (16.52, 16.53, 16.54)
oraz impedancje odbiornika w postaci zespolone}, Bz, Es, Ec, Za, Zs, Zc, patrz
punkt 16.1 wzory (16.4, 16.5, 16.6, 16.7, 16.89).6.

Uktad tréjfazowy trojlst — gwiazda rozwgzujemy metod potencjatéw
weztowych, rys. 16.9.

A 1
En Es
C1 B Ig Rys. 16.9. Uktad tréjfazowy tréj-
Ec > kat — gwiazda rozwizywany meto-
lc, da potencjatéw wztowych

Dla wezta D mazemy napisa@rownanie pgdu z | prawa Kirchhoffa

Ta+lg+1:.=0 (16.55)
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przy czym

(16.56)

(16.57)

(16.58)

v, =% Z Z (16.59)

przy czymV, =E,, Vo =E,+E;, V. =0.

Po rozwizaniu réwnania (16.59) oraz rownél6.56, 16.57, 16.58) otrzymujemy
prady przewodowe i zarazem fazowelg, Ic.

Spadki napjcia na impedancjach odbiornika, Zs, Zc wyrazaja Sie wzorami

U, =Z,l, (16.60)
U, =Zals (16.61)
U, =Zcl (16.62)

Przesunjcia fazowe przebiegébw zapisanych w postaci zespplartyznaczymy
wedlug wzoru (16.16), natomiast przeswei fazowe pomidzy przebiegami
wyznaczymy obliczajc r&nice przesung¢ fazowych, na przyktad wzory (16.17,
16.18, 16.19).

Uwaga !
Jezeli odbiornik jest symetryczny i zachodzi potrzetgznaczenia tylko wartei

skutecznych napcia i prdu w ukfadzie me#na skorzyst& z nasgpujacych
WZOorow

UZA:E (1663)
U

|, ==2 16.64

=7 (16.64)

Napiecie fazowe na odbiorniku pgizonym w gwiaze jest 0+/3 razy mniejsze od
napkcia przewodowego, wynika to z zatesci trygonometrycznych wykresu
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wskazowego dla ukltadu symetrycznego, np. wykresaamky rys. 16.10.
Przesurycie fazowe pomgidzy przebiegiem nagtia na odbiorniku u,,
a przebiegiem pdu przeptywajcego przez odbiornikia mazna wyznaczy
Z trdjkata impedancji odbiornika, tzn.

arccoERJdIaXLA Xca
Puyyin = 24 |

R, (16.65)
- arccoE J da X , <X; .
zZ, '

Wartdéci skuteczne nagtia i prdu oraz przesugcia fazowego we wszystkich
fazach, dla uktadu symetrycznegeg réwne.

Przyktad 1

Na rys. 16.10 przedstawiono wykres wskazowy waitskutecznych ukfadu
symetrycznego troft — gwiazda dla E, =E; =E. =220V, ¢, =60,
Zpagc =Ruigc T iXppge, R=25Q, X=-2Q, czyli odbiornik symetryczny
o charakterze rezystancyjno — pojergiowym.

Rys. 16.10. Wykres wskazowy uktadu
symetrycznego trojt — gwiazda dla
wartasci skutecznych

Po obliczeniach obwodu uzyskano rasiace wyniki, wartdci skuteczne pdow
przewodowych i zarazem fazowych, =1, =1_ = 396 Arzesunjcia fazowe
wektora pgdu ?, =128,6, o, = 86°, Q. = -1113°, wartcsci skuteczne spadku
napkcia na odbiornikuU, =U, =U, =127 V, przesunicia fazowe wektora

spadku na@c na odblornlku ¢U =90°, ¢U -30°, ¢U =-150° oraz
przesunjcie fazowe pomidzy wekibrami napt “ha odblornlkuCU U, , U

Zg"! Zc
a wektorem pdow la lg, lc wynosi Puyin = Py i gouz . =—386°.
Przesunjcia fazowe wektorow odpowmd;a] przesungciom fazowym

odpowiednich przebiegbéw czasowych.

Przyktad 2

Na rys. 16.11 przedstawiono wykres wskazowy waitskutecznych ukfadu
niesymetrycznego tréjk — gwiazda dla E, =E;, =E. =220 V, ¢, =60,
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Zpsc =Rugc T iXager» Ri=2Q, Ry, =1Q, R =1Q, X,=1Q, X, =-1Q,
X. =2Q, czyli odbiornik nlesymetryczny o charakterze reaysyjno - mdukcy—
jno — pojemnéciowym.

ROVA, Rys. 16.11. Wykres wskazowy

uktadu niesymetrycznego
trojkat — gwiazda dla wartai
Ec skutecznych

A

Po obliczeniach obwodu uzyskano rasigce wyniki, wartdci skuteczne pidéw
przewodowych i zarazem fazowych, = 252 Al, =1234 A, 1. =1023A,
przesunjcia fazowe wektora pdu ¢, =1251°, ¢ _=-248, ¢ _=1622,
wartasci skuteczne spadku napia na odblornlkuU = 564V U,, —1745V
U, =2288V, przesunjcia fazowe wektora nagi na odbiornikug,, =1517°,

Pu,, =-698°, ¢, =-1342°, oraz przesugcie fazowe pomgdzy “Wektorami
nape¢ na odblormkuU Uz, U, a wektorem prdow la, lg, Ic wynosi
Pu, 0= 265 oy, 4, = 45° P, .. = 634°. Przesunicia fazowe wektorow

odpowmdaq przesurgciom fazowym odeW|edn|ch przebiegdéw czasowych.
16.5. Ukiad trojkat — trojk at

Rozpatrzmy ukiad tréjfazowy tréik — tréjkat rys. 16.12, w ktérym wiadome
sa chwilowe symetryczne sity elektromotoryczirédet

e, =E, sin(wt +¢,) (16.66)
. 2n

& = Eq, Sln(wt +9, —?j (16.67)
. 4t

e = ECmSIn(aI+¢e_?j (16.68)

gdzie E,, grem = J2 En.scr Ea=Eg =E. — wartdci skuteczne napt e, ez, €,
(przebiegi czasowe (16.66, 16.67, 16.68) przedsiawi p&niej w postaci
zespolonej) oraz wiadome gnpedancje odbiornikd,, Zs, Zc. Szukane & prady
przewodowd, I, Ic oraz pady fazowelsa, s, lfc.
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Ec > Rys. 16.12. Uklad tréjfazowy
lc trojkat — tréjkat

Zaktadamy, ze odbiornik jest dowolny tzn. symetryczny lub ni@&jryczny,
wyznaczamy wykres wskazowy lub waitochwilowe i skuteczne nagmia i pradu
w uktadzie.

Podobnie jak w punkcie 16.1 przypadek 1 wprowadzamgtod liczb
zespolonych i przedstawiamy przebiegi raja e, €, e (16.66, 16.67, 16.68)
oraz impedancje odbiornika w postaci zespolonej,Bz, Es, Ec, Za, Zg, Zc, patrz
punkt 16.1 wzory (16.4, 16.5, 16.6, 16.7, 16.89).6.

Woéwczas pgdy fazowelsa, lig, ltc Wyrazaja sic wzorami

E
[, ,==2 16.69
Lia=7 ( )
E
Lis=3" (16.70)
E
[, .==% 16.71
Lie=7 ( )
Prady przewodowd,, I, Ic mazna okréli¢ z | prawa Kirchhoffa
La=lia—1ie (16.72)
lg=lig—1;c (16.73)
Te=lic—1ia (16.74)

Spadki napicia na impedancjach odbiornikd,, Zs, Zc rébwne g napkciom
generatorda, Es, Ec

U, =Ea. (16.75)
U, =Es (16.76)
U, =Ec (16.77)

Przesunjcia fazowe przebiegébw zapisanych w postaci zespplaryznaczymy
wedlug wzoru (16.16), natomiast przeswgma fazowe pomidzy przebiegami
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wyznaczymy obliczaic r&nicg przesuni¢ fazowych, na przyktad wzory (16.17,
16.18, 16.19).

Uwaga !

Jezeli odbiornik jest symetryczny i zachodzi potrzetgwnaczenia tylko wartai
skutecznych napcia i prdu w ukfadzie me#na skorzyst& z nasgpujacych
wzorow

EA
=== 16.78
2 (16.78)

If,A

1, =3, , (16.79)

Prad przewodo dochodezy do symetrycznego odbiornika potonego
w trojkat jest oV\\% razy wekszy od pgdu fazowego, wynika to z zadeosci
trygonometrycznych wykresu wskazowego dla uktaduetyycznego, np. wykres
wskazowy rys. 16.13.

Przesurycie fazowe pomidzy przebiegiem nagtia na odbiorniku u,
a przebiegiem pdu fazowego przeptywagego przez odbiorniki, , mazna
wyznaczy z trojkata impedancji odbiornika, tzn.

arccoE%) daX,, >X,.

A

Py i n R (16.80)
- arccoE—AJ diaX,.>X,,

A

Wartdéci skuteczne nagtia i prdu oraz przesugcia fazowego we wszystkich
fazach, dla ukladu symetrycznegeg réwne.

Przyktad 1

Na rys. 16.13 przedstawiono wykres wskazowy waitskutecznych ukfadu
symetrycznego trofk — trojkat dla E, =E; =E. =220V, ¢, =60,
Z,sc =R+ X, R=3Q, X =1Q, czyli odbiornik symetryczny o charakterze
rezystancyjno — indukcyjnym.

Po obliczeniach obwodu uzyskano rasigce wyniki, wartdci skuteczne pidéw
przewodowych 1, =1, =1.=120 4A, przesunjcia fazowe wektora pdu
przewodowego ¢, = 715, ¢, =-484°, ¢ _=-1684°, wartdci skuteczne
pradow fazowychl, ,=1,,=1,.= 695A, przesunicia fazowe wektora pdu
fazowego o, = 415°, o, = 784°, a.. =1615° oraz przesugcie fazowe
pomigdzy wektorami nagt na odbiornikuU, U, , U, a wektorem prdéw
fazowych la, I, ltc Wynosi Pugtin = Poggire = Pogiic = 184°. Przesuricia
fazowe wektoréw odpowiadaprzesungciom fazowym odpowiednich przebiegow
czasowych.
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Rys. 16.13a) Wykres wskazowy uktadu symetrycznegjéidt — trojkat
dla wartdci skutecznych, b, c) przesgte wektory pgdu

Przyktad 2

Na rys. 16.14 przedstawiono wykres wskazowy waitskutecznych uktadu
niesymetrycznego trogk — trojkat dla E, =E; =E. =220V, ¢, =60
Zpgc =Ragc T Xppc R, =3Q, R =3Q, R.=4Q, X\=72Q,
Xz =2Q, X.=2Q, czyli odbiornik niesymetryczny o charakterze reaps
cyjno—indukcyjno — pojemrigiowym.

a)

li A
f, 1"'
1 lis

1
1-lra
v

Rys. 16.14a) Wykres wskazowy uktadu niesymetrycartegjkat — trojkat
dla wartdci skutecznych, b) przesute wektory pgdu

Po obliczeniach obwodu uzyskano rasifgce wyniki, wartéci skuteczne pidu
przewodowego |, =121 7 A, I, =92A, |.=558A, przesunicia fazowe
wektora padu przewodowegop, =90°, ¢, =-641°, ¢ _=-1358, wartdci
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skuteczne pdow fazowychl, , =61A, |, ,=61A, |, =491A, przesunicia
fazowe wektora pdu faZOWGQOgoIfVA = 936°, Py = -936°, . =1534° oraz
przesunjcie fazowe pomgidzy wektorami napt na odbiornikuU, ,U,, U,
a wektorem pdow fazowych lia, lis, lic  Wynosi Pu, iy n =-336°,

Pusgiis = 336% @y, 4, = 265 Przesunjcia fazowe wektorow odpowiadaj

przesungciom fazowym odpowiednich przebiegéw czasowych.
17. SKEADOWE SYMETRYCZNE

W przypadku analizowania uktadow tréjfazowych niasyrycznych,
w ktérych moduty sit elektromotorycznycklrodet g rézne E, # E; # E. lecz
zachowana jest symetria przeswin fazowego @, -@ =@ —@ =2n/3,
mozna stosowa& metod skladowych symetrycznych. Polega ona na
przeksztatceniu uktadu niesymetrycznego na trzyadikisymetryczne nazywane
zerowej, zgodnej i przeciwnej kolejm faz. Nasgpnie przy analizowaniu uktadu
niesymetrycznego stosuje snetod superpozyciji trzech uktladéw symetrycznych.
Rozpatrzmy uktad tréjfazowy niesymetryczny rys. 117.w ktorym sity
elektromotorycznérddet opisanegswzorami

Ex e, = E,,sin(wt +¢,) (17.1)
: . 2n
E =E, sinat+¢, —— | (17.2
_657 EAiEsiEC eB Bm r( ¢u 3)( )
On—Pe=
47t

5 fo— g =2/ 3 _ r( __j
L O— & = Eq,sin at+¢, - | (179

Rys. 17.1. Uktad tréjfazowy niesymetry- .
czny pohczony w gwiazd gdzie EAm,Bm,Cm =v2 EA,B,C oraz E, #
E, % E..

W uktadzie tréjfazowym niesymetrycznym dla chwili= 0, napkcia zrodet
przedstawia siw postaci zespolonegj
-2

' (. _4n
E.=E.”, EB:EBe’( <), Ec:Ece'["” 2 (17.4)

i przeksztatca si na trzy uklady symetryczne rys. 17.2, mianowicerorve]
kolejndsci faz

Enw=Es =Ec (17.5)
zgodnej kolejnéci faz
En, Ew=End®, Eu=Ejxa (17.6)
oraz przeciwnej kolejrici faz
E., Es=Ena, Eg, =E@° (17.7)

2n
. =
gdziea=e 3. 69
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Rys. 17.2. Przeksztalcenie uktadu trojfazowegsymeetrycznego na uktad
symetryczny zerowej, zgodnej i przeciwnej kolggidaz, oznaczone
przyktadowe skuteczne wait napkcia i pdu

Réwnania (17.5, 17.6, 17.7) zapisujewijeden ukiad rowna
E,=Emn+Ent+EL
EB :EBO +EBl +EBZ (178)
Ec=E +Ec T Ec,

Wiedzc, ze uklady zerowej, zgodnej i przeciwnej kolejoiofaz g symetryczne
(17.5, 17.6, 17.7), stosig podstawienia co do fazy

Eg=En: Eco =En (17.09)
Es=Ena®, E;,=Ea (17.10)
Eg, =Ena, Eq =EA2a2 (17.11)

otrzymujemy uktad trzech rowha trzema niewiadomymi

EA =EAO +EA1 +EA2
E;=En+En@" +Ea (17.12)
Ec.=Ey+EqatE,a’

Oznaczajc wektor szukanyclEay 1, reprezentuyjcy zespolone warfgi napié

sktadowych oraz wektor wyrazOw wolnycBagc reprezentujcy zespolone
wartasci nape¢ ukladu niesymetrycznego przez

EAO EA
EAO,I,Z = EAl ’ EA,B,C = EB (1713)
EAZ EC

oraz oznaczaf macierz wspoétczynnikow
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11 1
S=|1 & a (17.14)
1 a a
ukfad rowna (17.14) maemy zapis&w postaci macierzowej
SIEao2 = Enge (17.15)
ktérego rozwazaniem jest
EAO,l,Z = §_l |:EA,B,C (1716)

Ostatecznie otrzymujemy szukane zespolone @rtmapi¢ zrodet dla zerowej,
zgodnej i przeciwnej kolejrai faz dla fazyA.

Wartasci zespolone napt zrodet zerowej, zgodnej i przeciwnej kolejeofaz dla
faz B, C okreslone g wzorami (17.09, 17.10, 17.11).

Znajgc natomiast trzy uklady symetryczne zerowej, zgpdneprzeciwnej
kolejnasci faz Eno12 Eso12 Ecoia Stosujc przeksztalcenie odwrotne, pemy
otrzyma& wedtug uktadu rowna(17.8) uktad niesymetryczragc, rys. 17.3.

Rys. 17.3. Przeksztalcenie uktadéw symetrycznych
zerowej, zgodnej i przeciwnej kolejfw faz na
uktad tréjfazowy niesymetryczny, oznaczone
przyktadowe skuteczne waktm napkecia i prdu

Przyktad 1

Na rys. 17.4 przedstawiono wykres wskazowy dla egartskutecznych uktadu
trojfazowego niesymetrycznego o parametrdgh= 220V, ¢, =0, E, =88V,
E. =264V oraz jego przeksztatcenie na sktadowe symetryeenewej, zgodnej
i przeciwnej kolejnéci faz.

Po obliczeniach sktadowych symetrycznych dla obwadifazowego niesyme-
trycznego uzyskano napujace wyniki obliczé, moduty napi¢ zrodet dla
sktadowej zerowej wynosgz E,, = E;, =E., =528V a przesuniia fazowe
Py = Pey, = Pes, = 138°, Obliczenia dla sktadowej zgodnej wynaesg,, = E;, =
B, =1906V, ¢, =0, ¢ =-120, ¢, =120, obliczenia dla sktadowej
przeciwnej wynoszx E,, =Eg, =E;, =528V, ¢, =-738, ¢, =460,
g, =1661°.
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Rys. 17.4. Przykiad przeksztatcenia uktadu tr@feego niesymetrycznego na uktad
symetryczny zerowej, zgodnej i przeciwnej kolggidaz, oznaczone
wartasci skuteczne napéia i prdu

Na rys. 17.5 przedstawiono przeksztaticenie odwramanowicie ze skiadowych
symetrycznych, obliczenia powsj, na uktad tréjfazowy niesymetryczny.

ECZ

E
e Rys. 17.5. Przykiad przeksztalcenia
EaiEa odwrotnego ze sktadowych
Es symetrycznych na ukfad tréjfazowy

100V.A hiesymetryczny, oznaczone
wartaici skuteczne naptia i pdu

Stosujc przeksztalcenie odwrotne do znanych skladowycmesycznych,
otrzymujemy zespolone waktti napkcia zrodet uktadu tréjfazowego
niesymetrycznego, tzn. E, =220V, goEAZO, E;, =88V, ¢EB=—120’,

E. =264V, ¢, =120.

Przyktad 2

Na rys. 17.6 przedstawiono wykres wskazowy dla egartskutecznych uktadu
tr6jfazowego niesymetrycznego o parametrack, =110 Ve, =60°,
E, =220V, E. =66V oraz jego przeksztaicenie na skiadowe symetryczne
zerowej, zgodnej i przeciwnej kolejfw faz.

Po obliczeniach skladowych symetrycznych dla obwodibjfazowego
niesymetrycznego uzyskano ngmtjgce wyniki obliczé, moduty napj¢ zrédet
dla sktadowej zerowej wynoszE,, = E;, = E.,, = 457V a przesunicia fazowe
P,y = Peyy = P, = —438°,  oObliczenia dla sktadowej zgodnej wyn@sz
En =B =B, =132V, ¢, =60°, ¢, =-60°, ¢ =180, obliczenia dla
sktadowej przeciwnej wynosz E,, =E;, =E, =457V, ¢, =1638,
P, =~ 761°% o, =438°.
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Rys. 17.6. Przykiad przeksztatcenia uktadu tr@feego niesymetrycznego na uktad
symetryczny zerowej, zgodnej i przeciwnej kolggidaz, oznaczone
wartcsci skuteczne napéia i prdu

Na rys. 17.7 przedstawiono przeksztatcenie odwratmanowicie ze sktadowych
symetrycznych, obliczenia powsj, na uktad tréjfazowy niesymetryczny.

Rys. 16.7. Przykiad przeksztalcenia

100V.A

——  odwrotnego ze skladowych symetry-
cznych na ukiad tréjfazowy niesyme-
tryczny

Stosujc przeksztalcenie odwrotne do znanych skladowycmesycznych,
otrzymujemy zespolone wakm napkcia zrodet ukladu tréjfazowego
niesymetrycznego, tzn.E, =110V, ¢, =60°, E;=220V, ¢, =-60,
E. =66V, ¢, =180C.

18. STANY NIEUSTALONE — METODA KLASYCZNA

Stan nieustalony to stan, w ktérym przebieg e@pii ppdu zmienia si
dynamicznie w czasie. Jest to stan pdejvy pomiedzy dwoma stanami
ustalonymi. Dzieje si tak podczas zagézenia i wyhczenia elementéw
posiadajcych bezwladn& przewodzenia pdu takich jak cewka czy kondensator.
Typowym stanem nieustalonym pragpwym jest proces tadowania lub
roztadowania kondensatora.

Metoda klasyczna rozazywania obwoddéw o stanach nieustalonych polega na
rozwigzaniu rownania riniczkowego opisuacego zwjzek pomgdzy odpowiedz
uktadu a wymuszeniem. State catkowania otrzymuje zsiwarunkow pocg-
kowych.

18.1. tadowanie kondensatora, wymuszenie state
Rozpatrzmy obwoOdRC rys. 18.1, w ktérym od chwilt =0 kondensator jest

tadowany zezrédia napgcia stategdJ.
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i R C Napicie na elementach  obwodu

i LI mozemy opisé Il prawem Kirchhoffa
t=0J 1_Ug ' Uc 1
10 U +Ug =U (18.1)
—

Rys. 18.1. Ga¥ szeregowa elementdRC,
tadowanie ondensatorC

Dla
du,
dt

u. =R, i:cd(;‘tc — u,=RC (18.2)
otrzymujemy réwnanie thiczkowe zwyczajne niejednorodne, ktore opisuje
catkowite napjcie na kondensatorze

du

RC— & +Uc =U (18.3)

Réwnanie raniczkowe (18.3) rozwgizemy metod przewidywa.
Catka (rozwigzaniem) ogéla rownania jednorodnego dla rownaniamnigzkowego
niejednorodnego (18.3) jest

-t

U, = Ae’ (18.4)

gdzieA — dowolna statar = RC — stata czasowa.
Przewidujemy calk szczegdla rownania niejednorodnego (18.3) w postaci

u, =B (18.5)
dla ktérej pochodna wynosi

dug, _ d

B=0 .
dt dt (18.6)

Podstawiajc rownania (18.5, 18.6) do (18.3) otrzymujemy
B=U (18.7)
Wodéweczas catka szczegollna réwnania niejednorodn&®&) wynosi

Ue, =U (18.8)

Catka ogélna réwnania zhiczkowego niejednorodnego (18.3) przyjmuje posta

-t

U. = Uy, +Ug = Ae” +U (18.9)

Korzystagc z warunku cigtosci napecia w chwili zahczenia obwodu dla =0
mozemy napisé
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-t

u.(t="0)=u.(t=0)=0=u, +u, =Ae* +U = A=-U  (18.10)

gdzie zalaono, ze kondensator przed zakeniem dlat=0 byt roztadowany
u.(t="0)=o0.
Ostatecznie otrzymujemy wzor na wattehwilowg napkcia na kondensatorze

-t L
U. =Ug, +U = uC:—Uef+U=U[1—efj (18.11)

gdzie wielk@¢ uc wzrasta wyktadniczo od O do.
Napiccie na rezystorze wyznaczamy ze wzoru (18.2)

_t _t
u, =RC d;tc =RC%U(1—e szu«af (18.12)

ktére maleje wyktadniczo od do 0.
Prad w rozpatrywanym obwodzie wynosi

u, U -
—e

ale

=R =
R R

i zanika wyktadniczo odJ /R do O.

Opdr jaki stawia pdowi kondensator podczas tadowania zma okrélié

z zalenosci

i (18.13)

rc(uc,i)=“i°(—f)t)

Opdr kondensatora dla gotu nie wynika z wigciwosci materiatowych lecz ze
stanu natadowania oktadek kondensatora poriedachodzi do odpychania
tadunkow jednakoimiennych. Moa zauway¢, ze dla pgdu statego w pierwszej
chwili tadowania dlat = Orezystancja kondensatora idealnego réwna jest zeru
R=0, natomiast w stanie natadowania jest niéskenie wielkaR — o .

(18.14)

U, U, UR[V], i[A], rc[Q]
200

150

100

Rys. 18.2. Wykres nagiia, padu i rezy-

50

e | L rc—-—- stancji w obwodzi&rC tadowania
4 v kondensatora di&) =100V, R=5Q,
W= <l T, irease t[s] C=5pF

0 0,00002 0,00004 0,00006 0,00008 0,0001
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18.2. Roztadowywanie kondensatora

Rozpatrzmy teraz przypadek roztadowywania kondensat obwodzieRC
rys. 18.3, w ktérym od chwilt =0 kondensator natadowany do wadoU jest
roztadowywany przez rezyst&

rR C Napiccie na elementach obwodu seony

+ I— . .
\ L opis& Il prawem Kirchhoffa

t=0 u UC:U| '

—R &
’ | u, +u. =0 (18.15)

Rys. 18.3. Gal szeregowa elementdRC,
roztadowywanie kondensato@a

Dla

du.

u, =R, i=C du

dt

= u,=RC (18.16)

otrzymujemy réwnanie thiczkowe zwyczajne jednorodne, ktére opisuje
catkowite napjcie na kondensatorze

RC du.
dt

+u. =0 (18.17)

Catkg (rozwigzaniem) ogolg réwnania raniczkowego jednorodnego (18.17)
jest
-t

u. = Ae" (18.18)

gdzieA — dowolna stalay = RC — stala czasowa.
Stah A wyznacza si z warunku cigtosci napkcia na kondensatorze zaktagigj
ze w chwili zakczenia obwodu dla= ®&ondensator byt natadowany do nagia
U, tzn. uc(t='0 =U.
-t
U (t="0)=u.(t=0)=U =u. =Ae* = A=U (18.19)

Ostatecznie otrzymujemy wzér na wattehwilowa napkcia na kondensatorze

u. =Ue- (18.20)

gdzie wielka¢ uc maleje wykfadniczo ot do O.
Napiecie na oporniku wyrz sk wzorem

Ug = —U. (18.21)
Prad w rozpatrywanym obwodzie

Sl

. u, U
i=—FR=—e (18.22)
R R
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zanika wyktadniczo odJ) /R do 0.

Uv Uc, UR[VL I[A]
120
80 \\
40 ‘\
............ -.___.
Pyt M WALCCUITS Y9 : _'_\___"'ﬂll t[s]
0,00002 0,40@0470J00006,00008 0,400
” U -— -
-40 £
pd Uc

’ Ug = = =

804 TR

-120

Rys. 18.4. Wykres nagiia i padu w obwodzieRC roztadowania kondensatora
od wartdci napiciaU =100V do OV dlaR=5Q, C=5uF

18.3. Magnesowanie cewki, wymuszenie state

Rozpatrzmy obwoOdRL rys. 18.5, w ktorym od chwilit =0 cewka jest
magnesowana zaddta napicia stategdJ.

Napiccie na elementach obwodu aeony

i R L
t=od | ur | u ! opisa Il prawem Kirchhoffa
") U u +u; =U (18.23)

Rys. 18.5. Gak szeregowa elementdRL,
magnesowanie cewki

Dla
u =Lﬂ u

g YT Ri (18.24)

otrzymujemy réwnanie thiczkowe zwyczajne niejednorodne, ktore opisuje
catkowity pad w obwodzie

di . d R. U
L—+R=U —+—1=— .
dt T ow L L (18.25)

Réwnanie raniczkowe (18.25) rozvgizemy metod przewidywa.
Catka (rozwigzaniem) ogéla rownania jednorodnego dla rownanianigzkowego
niejednorodnego (18.25) jest

-t

i, = Aer (18.26)

gdzieA — dowolna statar = L/R.
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Przewidujemy calk szczeg6lp rownania niejednorodnego (18.25) w postaci
i,=B (18.27)
dla ktorej pochodna wynosi
di, _d

s=—B=0 (18.28)
dt  dt

Podstawiajc réwnania (18.27, 18.28) do (18.25) otrzymujemy

U
B=— 18.29
- (18.29)

Woébweczas catka szczegollna réwnania niejednorodne®@%) wynosi

.U
I, =— 18.30
= (18.30)

Calka ogolna rownania #aiczkowego niejednorodnego (18.25) przyjmuje pbsta

-t

=i +i.= Aer +UE (18.31)

Stah A wyznacza si z warunku cigtosci pradu zakladajc, ze w chwili zahczenia
obwodu dlat =0 przez cewk nie ptyrgt prad, tzn. i(t=‘0 =0.

-t
i(t="0)=i(t=0)=0=i, +i, = Ae* +% = A=—UE (18.32)
Wowczas otrzymujemy wzor na waséochwilows pradu w obwodzie

_t _t
=i+, = i=-Se+2=Y[1 ¢ (18.33)
RS TRR

gdzie wielkdg¢ i rosnie wyktadniczo od 0 dtJ/R.
Napiecie na cewce i rezystorze wyznaczamy ze wzorévw2¢)s.

di duU - ~
u=L—=L—=|1-e" |[=Ue" 18.34
CoTdt R( J (18.34)
t
Uy = Ri =U(1—e J (18.35)

Napiccie na cewce maleje wykiadniczo dd do 0, natomiast naggie na
rezystorze rénie wyktadniczo od 0 dbJ.
Opor jaki stawia przeptywowi pdu cewka ména okréli¢ z zalenosci
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it)

Opor ten nie wynika z wkaiwosci materiatowych cewki, lecz z oporu dla
przeptywajcego pgdu jaki stawia materia wprowadzana w ruch wirowpl¢p
magnetyczne jest polem wirowym). Zmianadar wymusza pracha pokonanie
momentu bezwitadrici wirujacej materii. Jeeli przeptywajcy prad ma stad
wartas¢, energia kinetyczna ruchu wirowego materii w ototm cewki ldzie
dazy¢ do ustalonej wartei, woéwczas opér cewki jaki stawia przeptyw@@mu
pradowi materia bdzie zanikat do zera.

r(u,i)= (18.36)

U, w[V], i[A], ri[Q]

150

125

100

75
\

50

25T%
A W s e e

O.’ —

t[s]
0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02

Rys. 18.6. Wykres nagiia i padu w obwodzieRL magnhesowania
cewkidlaU =100V, R=5Q, L=20mH

18.4. Rozmagnesowywanie cewki

Rozpatrzmy teraz obwddL rys. 18.7, w ktorym od chwilt =0 cewka jest
rozmagnesowywana, tzn. przed chwil=0 cewka byla magnesowanaggem
o wartégci U/R natomiast dla > Qewka jest magnesowana mniejszyrdem
o wartdici U/(R +R,).

Napieccie na elementach obwodu, po
otwarciu wyhcznika dla czasut> O
mozemy opisé Il prawem Kirchhoffa

+u, + =
Rys. 18.7. Gat szeregowa elementdrL, U, +Ug TUg U (18.37)

rozmagnesowywanie cewki

Dla

u = L%, Uy =Ri, Uy =R (18.38)

otrzymujemy réwnanie tdiczkowe zwyczajne niejednorodne, ktére opisuje

79



catkowity pad w obwodzie

di , , d R+R,._U
LY L Ri+Ri=U = F R*RU 18.39
a TRR = d L L (18.39)

Réwnanie raniczkowe (18.39) rozvgizemy metod przewidywa.
Calka (rozwigzaniem) ogoéla rownania jednorodnego dla rownaniazmitzko-
wego niejednorodnego (18.39) jest

-t

i, =Aer (18.40)

gdzieA — dowolna statas = L/(R +R,).
Przewidujemy calk szczeg6lg rownania niejednorodnego (18.39) w postaci

i,=B (18.41)
dla ktérej pochodna wynosi
d, d
—==—B=0 18.42
dt dt ( )
Podstawiajc rownania (18.41, 18.42) do (18.39) otrzymujemy

U

= (18.43)
R+R
Wowczas catka szczegolna rownania niejednorodnBgi@9) wynosi
: u
i = (18.44)
R+R

Calka ogolna rownania #aiczkowego niejednorodnego (18.39) przyjmuje pbsta

-t
i=i,+i,=Ae" +

18.45
R+R (18.45)

Stah A wyznacza si z warunku cigtosci pradu zaktadajc, ze w chwilj zahczenia
obwodu dlat =0 przez cewl ptynat prad o wartdci U/R,, tzn. i(t=‘0) =U/R.

t=0)=i(t=0)=L =i, +i, =per +—Y = A=U[ R, }8.46)
R R+R, RR+R,
Wowczas otrzymujemy wzor na waséochwilows pradu w obwodzie
L . R LU _u R, -
1=, +, = | —U{m}e + R1+R2 = R1+R2[1+Ee J(1847)
gdzie wielkd¢ i maleje odU/R doU/(R +R,).
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Napiecie na cewce i rezystorach wyznaczamy ze wzoréwBg)8

u = (a4, d4 Vv (1+&e'ij L (18.48)
d  dR+R| R R
. U L
Uy =R =R1R1+R2(1+%efj (18.49)
U, =Ri =R, Rlli R (1+%e{] (18.50)

Wartai¢ bezwzgedna napjcia na cewce maleje wyktadniczo ¢dUR,)/R do 0,
napkcie na rezystorz& maleje wyktadniczo ot do (UR)/(R +R,), natomiast
napkcie na rezystorz®, maleje wyktadniczo ofUR,)/R do (UR,)/(R +R,).

UL, Urt, Uge[V], i[A]
150

100N
o *
..... — — —
U/R 50— =t
UR+Rey — —
0 — = t[s]
004 o408 0¢12 0p16 Q02
i —_—
-50 // U|_ —
4 Ugpy — eeeeeeeen
Vs
-100 7 URZ —- .

-150

Rys. 18.8. Wykres nagiia i padu w obwodzieRL rozmagnesowywania
cewkidlaU =100V, R =2Q, R, =3Q, L=20mH

18.5. Kondensator zasilany nagciem sinusoidalnym

Rozpatrzmy obwddRC, rys. 18.9, w ktérym od chwilt =0 kondensator jest
zasilany zerrddta napcia przemiennego

u=U, sin(wt +¢) (18.51)

Przypadek 1. Przesuygie fazowe

i R G
t—oll' =l napkcia zasilaniag =0, czyli naptcie
_/v) R wymuszenia prdu w obwodzie w chwili
u t =0 wynosiU,_, sin(wt) = 0.

Rys. 18.9. Gal szeregowa elementdRC
zasilana naptiem sinusoidalnym
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Napkcie na elementach obwodu peony opisa Il prawem Kirchhoffa
U, +u; =U_ sinwt (18.52)

Dla
du,
dt

S d
U, =Ri, |:C% — u,=RC (18.53)

otrzymujemy réwnanie thiczkowe zwyczajne niejednorodne, ktére opisuje
catkowite napjcie na kondensatorze

du .
< +u;, =U_ sinot =
dt

du. , 1 U, .
e, 1 = Cngingt 18.54
& RrRCC RC (18.54)

RC

Réwnanie raniczkowe (18.54) rozvgizemy metod przewidywa.
Catka (rozwigzaniem) ogéla rownania jednorodnego dla rownanianitzkowego
niejednorodnego (18.54) jest

-t

U, =Ae" (18.55)

gdzieA, — dowolna statar = RC — stata czasowa.
Przewidujemy calk szczeg6lp rownania niejednorodnego (18.54) w postaci

U, = Asinot + Bcosot (18.56)
dla ktorej pochodna wynosi

i, _ Aw coswt — Bwsinot (18.57)

dt
Podstawiajc réwnania (18.56, 18.57) do (18.54) otrzymujemy
iA—a)B sinot + iB+a)A comtzhsinwt (18.58)
RC RC RC '

Réwnanie (18.58) jest spetnione gdy zachosarunki

1 U

—A-0wB=-=" .

rc AT B2 (18.59)
2 Broa=0 (18.60)
RC '

Z uktadu réwna (18.59, 18.60) otrzymujemy stateorazB
U U
A= n_, B=—-——2= 18.61
(a)RC)2 oRC ( )

Podstawiajc state (18.61) do réwnania (18.56) otrzymujemykeadzczegodln
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rownania niejednorodnego (18.54)

U . U
u.. = n — sinwt ———=— coswt 18.62
“  (oRCY wRC (18.62)

Catka ogélna réwnania zhiczkowego niejednorodnego (18.54) przyjmuje pbsta

- U . U
U. =u., +u.. = Ae® +—2—sinot ——"-coswt 18.63
¢ =l U S ACT RS e (18.63)

Korzystagc z warunku cigtosci napecia w chwili zajczenia obwodu dlg= 0
mozemy napiséa

-t
uc(:‘O):uc(t:O)zozA)e7+ Un sinmt - Un coswt =

(wRC) wRC

U (18.64)

wRC

= A=

gdzie zataono, ze kondensator przed zaekeniem dlat=0 byt roztadowany,

ujtz‘o =u.(t=0)=o0.

Ostatecznie otrzymujemy wzor na wattehwilowa napkcia na kondensatorze
U -t

=—"-e" + Yo, > Sinwt - Yo, coswt (18.65)
wRC (wRC) wRC

Uc

Prad w rozpatrywanym obwodzie oraz ngpé na rezystorze otrzymujemy
z zalenaosci (18.53)

-t
i=Cduc =Cg YU e’ + Yo > Sinwt — YU coswt | =
dt dt| wRC (wRC) wRC
. (18.66)
p— Um " Um Um 1
=- Ser + > Coswt + —sinmt
oCR oCR R
. U, -~ U .
U, =Ri=-—C-e’ +—"-coswt +U_ sinwt (18.67)
oCR oCR

Na rys. 18.10, 18.11 oraz 18.12 przedstawiono [gelrzasowe napcia na
kondensatorzeu. = f(t), napkcia na rezystorzeu, = f(t), pradu i = f(t) oraz
napkcia zasilaniau = f(t) dla obwoduRC zasilanego naptiem sinusoidalnym
dlaU =220V, ¢=0, f =50Hz, R=500Q, C =100uF.
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-20

Uc

-40

Rys. 18.10. Wykres nagiia na kondensatorze w funkcji czasy = f(t)
w obwodzieRC zasilanego naptiem sinusoidalnym dl& =220V,
=0, f=50Hz, R=500Q, C =100pF

ifA]
1

0,75
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\

0,5

0,25
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INSTIETRS
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VLV

|
° \\ 09!‘ O,t ]!:25]
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—

-0,5

-0,75

-1
Rys. 18.11. Wykres pdu w funkcji czasu = f(t) w obwodzieRC
zasilanego naptiem sinusoidalnym dla) =220V,
9=0, f =50Hz, R=500Q, C =100uF

U, Ug, U[V]
360

240

120

P 3

3 4
P28 | 01949 ,0F2 | 0jood 0,12

-120 u
| \ R
U = = =

-240 U

-360
Rys. 18.12. Wykres nagmiia na kondensatorze w funkcji czasyl = f(t),
rezystorzeuy = fft) oraz napjcia zasilaniau = fL(t w obwodzieRC
zasilanego naptiem sinusoidalnym dla) =220V,
=0, f =50Hz, R=500Q, C =100uF




Przypadek 2. Przesuwie fazowe nagcia zasilania ¢==n/2, czyli napicie
wymuszenia prdu w obwodzie w chwili t=0 wynosi U, sin(at +7/2)=
U, codwt)=U,.

Napiecie na elementach obwodu ey opisa Il prawem Kirchhoffa, wéwczas

Ug +U; =U  coswt (18.68)

Postpujac analogicznie jak w przypadku 1, dochodzimy ddgpmsgacych wzorow
na szukane wielkwi chwilowe napicia na kondensatorag., pradu w obwodzie
i oraz napjcia na rezystorzer

U - U oCR . U
u. =- m e’ +—m sinot + ——2— coswt )
CT T 140 C R 1+ CR . 1+0’CR? (18.69)
-t
i:Cdizci —%ef +%sinwt+%co&ot =
dt dt| 1+w’C°R 1+ w°C°R 1+w“C°R
18.70
U, 4 U, o’C’R . . ( )
- + pyRp COSCDt_TS”]a)t
(1+C!)2C2R2)R 1+C() C R 1+C() C R
. U 2 U oCR U oCR .
u,=Ri = o 4 m coswt ———™——sinwt .
U L0 CR T 1+ CR Trwicre ot 1871

Na rys. 18.13, 18.14 oraz 18.15 przedstawiono jegeltzasowe nagtia na
kondensatorzeu. = f(t), napkcia na rezystorzeu, = f(t), pradu i = f(t) oraz
napkcia zasilaniau = f(t) dla obwoduRC zasilanego naptiem sinusoidalnym
dlaU =220V, ¢==n/2, f =50Hz, R=500Q, C =100uF.

uclVv]
40

T,
il

20F=

Uc

-40

Rys. 18.13. Wykres nagiia na kondensatorze w funkcji czasy = f(t)
w obwodzieRC zasilanego naptiem sinusoidalnym di& = 220V,
¢=n/2, f =50Hz, R=500Q, C=100uF
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Rys. 18.14. Wykres pdu w funkcji czasu = f(t) w obwodzieRC
zasilanego naptiem sinusoidalnym di&) =220V,
¢=n/2, f=50Hz, R=500Q, C =100pF

U, Ug, Uc[V]
360
240 1 ’
120
0 “,‘ \l~\"\,’\'f‘\ t[S]
0,124 048 { Q72 ,096 0,12
-120 u
UR =eseemmeens
240 Ug= = =

-360

Rys. 18.15. Wykres nagiia na kondensatorze w funkcji czasy = f(t),
rezystorzeuy = fft oraz napjcia zasilaniau = fl(t w obwodzieRC
zasilanego naptiem sinusoidalnym dla) =220V,
p=n/2, f=50Hz, R=500Q, C=100yuF

18.6. Cewka zasilana nagciem sinusoidalnym

Rozpatrzmy obwddRL, rys. 18.16, w ktérym od chwili =0 cewka zasilana
jest zezrodta napgcia przemiennego

u=U, sin(wt +¢) (18.72)

Przypadek 1. Przesuywgie fazowe
napkcia zasilaniap =0, czyli napkcie

wymuszenia pdu w obwodzie dlaa= 0
wynosi U, sin(wt) = 0.

Rys. 18.16. Gak szeregowa elementdRL
zasilana naptiem sinusoidalnym
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Napkcie na elementach obwodu peony opisa Il prawem Kirchhoffa

u, +u,_ =U_sinwt (18.73)
Dla
, di
u;=Ri, u = La (18.74)

otrzymujemy rownanie tdiczkowe zwyczajne niejednorodne, ktore opisuje
catkowity psd w obwodzie
. di . d R._U_ .
Ri+L—=U_sinot = —+—i=—"sinwt .
ot . Sinw w1 [ sino (18.75)

Rownanie raniczkowe (18.75) rozwzemy metod przewidywa.
Catka (rozwigzaniem) ogdla réwnania jednorodnego dla réwnaniarmitzkowego
niejednorodnego (18.75) jest
~t
i, =Age- (18.76)

gdzieA, — dowolna statas = L/R — stata czasowa.
Przewidujemy calk szczeg6lp rownania niejednorodnego (18.75) w postaci

i, = Asinowt + B coswt (18.77)
dla ktorej pochodna wynosi
(i;ts = Aw coswt — Bo sinwt (18.78)

Podstawiajc rownania (18.77, 18.78) do (18.75) otrzymujemy
(FA—ijsinwt+(FB+wAjcosCot =U—L’“Sina)t (18.79)

Réwnanie (18.79) jest spetnione gdy zachosarunki
R U

SA-@B=—mn 18.80
Ao 3 ( )
R

[ BroA=0 (18.81)

Z uktadu réwna (18.80, 18.81) otrzymujemy stateorazB

_ UR _ Ugel
- RZ +C()2L2 ! - RZ +a)2L2 (1882)

Podstawiajc state (18.82) do rownania (18.77) otrzymujemykgadzczegodla
réwnania niejednorodnego (18.75)
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R . U_ oL
m Sinwt — m

i :—R2 T Rt ol? coswt (18.83)

Catka ogélna réwnania zhiczkowego niejednorodnego (18.75) przyjmuje pbsta

S = U.R . U, oL

| = |0 +Is = A)eT +m$|nwt —mCOSwt (1884)
Korzystapc z warunku cjgtosci pradu w chwili zahczenia obwodu dlat =0
mozemy napisé

-
i(t="0)=i(t=0)=0=Ae s UnR ot -
R+l (18.85)
U, oL coswt = A = U, oL '
R* + 0’L? R* + 0’L?

dzie zaldono, ze przed zajczeniem dlat= Oprzez cewk nie plyrat prad,
ift="0)=i(t =0)=0.
Ostatecznie otrzymujemy wzor na watt@hwilowa pradu w obwodzie
UL = URrR . U, oL
e’ +

= m sinwt ————— coswt
RZ +C()2L2 R2 +a)2L2 no R2 +C()2L2 Sw (1886)

Napkcie na rezystorze oraz napie na cewce otrzymujemy z zatesci (18.74)

. UwlR & U R* . U oLR
u, =Ri = m e’ + m sinot ——"—— coswt
R R2 +CU2L2 R2 +Cl)2L2 @ R2 +a)2L2 (1887)
u -Lﬂ—Li Vol e%t+ UnR Sina)t—MCOSa)t =
YT dt dt| RR+ 02 R? + 22 R? + 22
(18.88)
U, oL e_{_{_ U, oLR ot + U, o’ sinot
R? + w?L? R? + w?L? R? + w?L?

Na rys. 18.17, 18.18 oraz 18.19 przedstawiono pegebczasowe pdu

ifA]
100

g
I

40

0

\
20 \
I
bt

A
4 db Wheol o
|

-20 - \[ .

ol \_\I L I Rys. ?.17. Wykre_s pdu w_funkcp czasu
RGEE LS ' i —— i =1f(t) wobwodzieRL zasilanego nagi

-60 ciem sinusoidalnym di& =220V,

80 =0, f=50Hz, R=5Q, L=10mH
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w obwodzie i = f(t), napkcia na cewceu, = f(t), napkcia na rezystorze
Ug = f(t), oraz napicia zasilaniau = f(t) dla obwoduRL zasilanego naptiem
sinusoidalnym dlaJ =220V, ¢=0, f =50Hz, R=5Q, L=10mH.

u[V]

SERCAA
AN

: ,,0' 24 P 507‘ ’t}‘as O,tl[zs]
pull TETN

2ol H VIR
»200"’"'\[" --Vp--Gy- - U

-250
Rys. 18.18. Wykres nagiia na cewce w funkcji czasy = f(t)
w obwodzieRL zasilanego naptiem sinusoidalnym
dlaU =220V, ¢=0, f =50Hz, R=5Q,

L =10mH

U, Ug, U [V]
4007
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T EELECEE R RS
1o T

dHERER R EE
0 3 ¥ H :HEFIHAH t[S]

v L Gb Folli Bob2 [t

1 5 b2l Fpfirg op2 Lpjopdt fo.12
10077 HELHA TEVE

WM SEE CEE S VR u
-200 Nk —t U seeeeseesns

u - --

-300T—V—1—V—1V—V v

-400

Rys. 18.19. Wykres nagmiia na cewce w fugkciji czasy = f(t), rezystorze
ug = f(t) oraz napicia zasilaniau = f(ltg w obwodzieRL zasilanego
napkciem sinusoidalnym dl& =220V, ¢ =0, f =50Hz,
R=5Q, L=10mH

Przypadek 2. Przesuwie fazowe naptia zasilania ¢=m/2, czyli napicie
wymuszenia podu w  obwodzie dla t=0 wynosi U, sin(at+7/2)=
U, codwt)=U,,

Napiecie na elementach obwodu seeny opisé Il prawem Kirchhoffa, wéwczas

u, +u, =U, coswt (18.89)

Postpujac analogicznie jak w przypadku 1, dochodzimy da¢mgacych wzoréw
na szukane wielli chwilowe psdu w obwodziei, naptcia na cewcey_ oraz
napkcia na rezystorzeg
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-t
Yol E—lief +—Ume sinot +
R® +w’l® wlL R + w?L?
Ul (RO
R°+wl® oL

__UpelR R . UolR

=R = T +—"— sinet +
R R+o’l’ ol R+l
UwlR R
S coswt
R +wl® wL
: -t
u, :LﬂzLi —%[—lﬂer +%sinwt+
dt dt R +wl” wL R +w°L
2 2 -t 2|2
Ul EIBCOSa)t = Unol [—B—ef +—Umw L coswt —
R*+w?? wL R’ +wil? w R? + ?L?

212
UmLLEﬁsinwt
R*+0’® o

(18.90)

(18.91)

(18.92)

Na rys. 18.20, 18.21 oraz 18.22 przedstawiono pegebczasowe pdu
w obwodzie i = f(t), napbcia na cewceu, = f(t), napkcia na rezystorze
u, = f(t) oraz napicia zasilaniau= f(t) dla obwoduRL zasilanego naptiem

sinusoidalnym dlaJ =220 V,¢=x/2, f =50Hz, R=5Q, L =10mH.

i[A]
80

60

T \\

207—=

0
D12

-20

’I t[s]
|

-60

\
-40 \
\
|

-80 y/—
-100C
Rys. 18.20. Wykres pdu w funkcji czasu = f(t) w obwodzieRL
zasilanego napciem sinusoidalnym di&) =220V,
¢=n/2, f=50Hz, R=5Q, L=10mH
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Rys. 18.21. Wykres nagiia na cewce w funkcji czasy, = f(t) w obwodzieRL
zasilanego napciem sinusoidalnym dli&) =220V, ¢ = n/2,
f =50Hz, R=5Q, L=10mH

U, U, U [V]
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Rys. 18.22. Wykres nagiia na cewce w funkciji czasy, = f(t), rezystorze
ug = ft) oraz napicia zasilaniau = fzjt w obwodzieRL zasilanego
napkciem sinusoidalnym dl& =220V, ¢ = n/2,
f =50Hz, R=5Q, L=10mH

18.7. Obwod szeregowRL C zasilany napeciem sinusoidalnym

Rozpatrzmy obwdd szeregowRL.C rys. 18.23, w ktérym od chwili =0
zasilany jest zerodta napgcia przemiennego

u=U_sinwt (18.93)

Napiccie na elementach obwodu aeony
opis& Il prawem Kirchhoffa

Ug +U, +U. =U,_ sinwt (18.94)

Rys. 18.23. Obwod szeregowy element, C
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Dla

U, =Ri, i:c% — u,=RC

R

du,

18.95
p (18.95)

. 2
uL=L%, izcd(;ljtC - UL=L%(Cd;°j=LCdd;° (18.96)

otrzymujemy réwnanie thiczkowe zwyczajne niejednorodne, ktore opisuje
napkcie na kondensatorze

2
d“u,
dt?

du, d’u, L Rdu. 1

LC +RC—=+u. =u = ot —
dt dt® L dt LC

u, .
U :L—gsmw(18.97)

Rownanie raniczkowe (18.97) rozwzemy metod przewidywa.
Réwnanie charakterystyczne dla réwnanianiézkowego jednorodnego (18.97)
przyjmuje postéa

g+Rs+ o0 o @r2ustaz=0 (18.98)

L LC ° '
dla ktérego stat ttumienia obwodua oraz pulsacje drgawtasnychay z fizyki
Z analogii drga ttumionych mana opisa
a - R ON =1 (18.99)

2L JLC

Wyro6znik rownania (18.98) wynosi

R 4

T 1o (18.100)
Wystepuja trzy przypadki rozwjzania rownania charakterystycznego, mianowicie
gdyA>0 A=01lubA<O.
Przypadek 1A > Owarunek ten jest spetniony gdy

L
R> 2\E (18.101)

Wéwczas stata tumienia obwodu>1/(LC) i w obwodzie dochodzi do drga
aperiodycznych. Réwnanie charakterystyczne (18.9f)siada dwa rhe
pierwiastki okrélone wzorami

R _1 - R_JB_1 18.102
af Lc' 2 2L Var Lc ( )

i catka (rozwgzanie) ogélna rownania jednorodnego dla rownaniaicakowego
niejednorodnego (18.97) przyjmuje wéwczas pbsta
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u, = Ae™ + Ae* (18.103)

gdzieAs, A, — dowolne stale.
Przewidujemy calk szczeg6lp rownania niejednorodnego (18.97) w postaci

Ue, = Asinot + Bcoswt (18.104)
dla ktérej pierwsza i druga pochodna wynosi
dus, _ . d’u., _ ) )
?S = Aw coswt - Bosinwt, i —Aw’ sinwt — Bw® coswt (18.105)

Podstawiajc rownania (18.104, 18.105) do (18.97) otrzymujemy

— 2 _ 2
{Afl ® LC!_%wB}Sian[Bfl o’LC),

LC LC
(18.106)

Ba)A coswt =$sinwt
L LC

Réwnanie (18.79) jest spetnione gdy zachodarunki

Al-0’LC) R __U
?=l-ZeB=n (18.107)

LC L LC
_ 2
M+BwA:O (18.108)
LC L

Z uktadu réwna (18.107, 18.108) otrzymujemy stafeorazB catki szczegolnej
(18.104)
A= Y, , B= _Umj’CR (18.109)
(- 0’LC)+ wCR? (- o’LCf +0CR?

Catka ogélna réwnania zaiczkowego niejednorodnego (18.97) przyjmuje pbsta
Ue =Ug, +Ug = Ae™ + Ae” + Asinot + Bcoswt (18.110)

gdzieA orazB 53 znane, wzory (18.109).
Korzystagc z warunku cigtosci napkcia i pmdu na kondensatorze w chwili
zakczenia obwodu dla =0 mozemy napisé

u.(t="0)=u.(t=0)= A +A +B=0 (18.111)

du, (t = O)

i(t="0)=i(t=0)=C o

=As +As, +Aw=0 (18.112)

gdzie zataono, ze przed zajczeniem dlat = Okondensator byt roztadowany,
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u.(t="0)=u.(t=0)=o0.
Z ukladu réwna (18.111, 18.112) otrzymujemy stakg oraz A, catki ogolnej
(18.110)

Aw-B Bs - Aw
A& = fsz , A2 = Sif
S =S S$~S
Ostatecznie otrzymujemy wzor na wattechwilowg napkcia na kondensatorze

(18.113)

u. = Ae™ + Ae” + Asinot + Bcoswt (18.114)

Prad w obwodzie i napgcie na rezystorze otrzymamy z zalesci (18.95)
natomiast nagcie na cewce z zatrosci (18.96)

d;tc = AsCe™ + As,Ce” + AwC coswt — BoCsinwt (18.115)

i=C

Us = Ri = AsCRe™+ A,s,CRe? + AwCRcoswt — BoCRsinwt (18.116)

u, = L% = AS’LCe™ + AS?LCe* — Aw?LCsinwt - Bw?LC coswt (18.117)
Na rys. 18.24 oraz 18.25 przedstawiono przebiegs@ze pgdu w obwodzie
i=f(t), napkcia na kondensatorzel. = f(t[i napkcia na cewceu, = f(t),
napkcia na rezystorze, = f (t) oraz napjcia zasilaniau = f (t) dla obwoduRLC
zasilanego napciem sinusoidalnym dlaU =220V, f =50Hz, R=50Q,
L =20mH, C = 220yF.

ﬁ\ A
ALY

t[s]
T/ 0 \Aj TZ \ '091 0,12
Rys. 18.24. Wykres pdu w funkcji czasu = f t) w obwodzieRLC

IANA' N
zasilanego naptiem sinusoidalnym dl&) = 220V,
f =50Hz, R=50Q, L=20mH, C =220pF
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U, Ug, U, Uc[V]
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Rys. 18.25. Wykres nagiia na kondensatorzg. = f(t), napkcia na cewceu, = f(t),
napkcia na rezystorzei, = f S oraz napicia zasilaniau = f (t) w obwodzieRLC
zasilanego naptiem sinusoidalnym dl& =220V, f =50Hz,
R=50Q, L=20mH, C =220uF

Przypadek 2A =0, warunek ten jest spetniony gdy

L
R=2 /= 18.118
NE (18.118)

Wéwczas stata ttumienia obwodu=1/(LC) i w obwodzie dochodzi do drga
aperiodycznych granicznych.
Rownanie charakterystyczne (18.98) posiada jedeerwpstek podwaojny
okreslony wzorem

R

S=-——
2L

(18.119)

i catka (rozwizanie) ogélna rownania jednorodnego dla réwnaniaicakowego
niejednorodnego (18.97) przyjmuje wéwczas posta

u, =(At+A )e* (18.120)

gdzieAs, A, — dowolne stale.
Przewidujemy calk szczeg6lp rownania niejednorodnego (18.97) w postaci

U, = Asinot + Bcosot (18.121)
Catke ta wyznaczakmy w przypadku 1, gdzie stafe B wyrazaty sk wzorami
A= Y, , B= _Umj’CR (18.122)
(- »’LC)+ wCR? (- o’LCf +0CR

Catka ogélna réwnania thiczkowego niejednorodnego (18.97) przyjmuje pbsta

U =Ug, +U., = (At + A )e* + Asinwt + Bcoswt (18.123)
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gdzie staleA orazB dane g wzorami (18.122), nie znane A; orazA,.
Korzytajgc z warunku cigtosci napkcia i pmdu na kondensatorze w chwili
zakcznia obwodu dla = @noazemy napisé

u(t="0)=u.(t=0)= A, +B=0 (18.124)

it="0)=i(t=0) :cw = As+As+Aw=0 (18.125)

gdzie zaténo, ze przed zajczeniem dlat=0 kondensator byt roztadowany,
u.(t="0)=u.(t=0)=o0.
Z ukfau réwna (18.124, 18.125) otrzymujemy stag orazA,
Bs— Aw
S

A= , A,=-B (18.126)
Ostatcznie otrzymujemy wzor na wast@hwilowg napecia na kondensatorze
u. = (At + A)e® + Asinwt + Bcosmt (18.127)

Prad w obwodzie i nagtie na rezystorze otrzymamy z zaiesci (18.95)
natomiast nagtie na cewce z zataosci (18.96)

i=C d;tc = (A + A,)sCe* + AwC coswt - BoCsinwt (18.128)

U, = Ri = (A + A, )sC Re* + AwCRcoswt - BoCRsinwt (18.129)
— dl — 2 s 2 H 2

u, = La—(A+AZ)S CLe® - Aw’LCsinwt — Bo?LCcoswt  (18.130)

Na rys. 18.26 oraz 18.27 przedstawiono przebiegsa@we pgdu w obwodzie
i =f(t), napkcia na kondensatorzei. = f(ts), napkcia na cewceu, = f(t),
napkcia na rezystorze, = f (t) oraz napjcia zasilaniau = f (t) dla obwoduRLC
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75 ciemU =220V, f =50Hz, R=19Q,
10 L =20mH, C = 220pF
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zasilanego napciem sinusoidalnym dlaU =220V, f =50Hz, R=19Q,
L=20mH, C=220uF.

U, Ug, U, Uc[V]
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Rys. 18.27. Wykres naggiia na kondensatorag. = f(t), napkcja na cewcey, = f(t),
napkcia na rezystorzel, = f\t) oraz napjcia zasilaniau = f('t w obwodzieRLC
zasilanego naptiem sinusoidalnym di& =220V, f =50Hz,

R=19Q, L=20mH, C =220pF

Przypadek 3A <0, warunek ten jest spetniony gdy

R< 2\/5 (18.131)

Wéwczas stata ttumienia obwodu<1/(LC) i w obwodzie dochodzi do drga

periodycznych o pulsacji
o, =\w? —a’ (18.132)

Réwnanie charakterystyczne (18.98) posiada dwaerdpierwiastki okrdone

wzorami
SRR R JTR
3 2L LC 4|_2’S2 2L LC 4L2 (18.133)
sS=-a+jw, s,=-a-jQy

i catka (rozwjzanie) ogdélna réwnania jednorodnego dla réwnaniaicakowego
niejednorodnego (18.97) przyjmuje pdsta

u, =e(Asinot + A, cosmt) (18.134)

gdzieAs, A, — dowolne state.
Przewidujemy calk szczegdla rownania niejednorodnego (18.97) w postaci

U, = Asinwt + Bcoswt (18.135)
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Catke ta wyznaczakmy w przypadku 1, gdzie stafe B wyrazaty sk wzorami

U ~U,»CR
A= m , B= m® (18.136)

(- »’LC)+ wCR? (- o’LCf +0CR?

Catka ogélna réwnania zhiczkowego niejednorodnego (18.97) przyjmuje pbsta
Ue =Ug, +Ug, =€ (A sinmt + A, coswt)+ Asinwt + Bcoswt  (18.137)

gdzie staleA orazB dane g wzorami (18.136), nie znane A; orazA,.
Korzystapc z warunku cigtosci napecia i pmdu na kondensatorze w chwili
zakczenia obwodu dla= ©nhozemy napisé

u(t="0)=u.(t=0)= A, +B=0 (18.138)

du. (t = O)

ift="0)=i(t=0)=C "

= —oAw, +Aw=0  (18.139)

gdzie zat@ono, ze przed zajczeniem dlat =0 kondensator byt roztadowany,
u.(t="0)=u.(t=0)=o0.
Z réwna (18.138, 18.139) otrzymujemy stallg orazA,

Al=&, A, =-B (18.140)
aw

t

Ostatecznie otrzymujemy wzér na wattehwilowa napkcia na kondensatorze
u. =e“(A sinot + A, coswt) + Asinwt + Bcoswt (18.141)

Prad w obwodzie i nagcie na rezystorze otrzymamy z zalesci (18.95)
natomiast nagtie na cewce z zataosci (18.96)

i=C d(;jt = Coae™ (A, sinwt - A cosmt) +
AwC coswt — BoC sinwt (18.142)
U, = Ri = CRw,ae™ (A, sinmt — A cosmt)+ (18.143)
AwCRcoswt — BoCRsinot '
_ dl — 2 2. -at H
U =L =-LCoa’e (A sinmt+ A cosmt)-
(18.144)

Aw?’LCsinwt — Bw?LC cosmt
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Przyktad 1. Zachodzi warunek = w, (a)o =1/\/ LC, @ = 2af )

Dla podanego warunku, na rys. 18.28 oraz 18.29 dgtawiono przebiegi
czasowe pdu w obwodzie i = f(t), napkcia na kondensatorzai = f(t),

napkcia na cewceu, = f(t), napkcia na rezystorzeu, = f(t) oraz napicia

zasilania u=f(t) dla obwoduRLC zasilanego naptiem sinusoidalnym dla
U =220V, f =50Hz, f,=392Hz, R=5Q, L=50mH, C =330uF.
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Rys. 18.28. Wykres pdu w funkcji czasu = f(t) w obwodzieRLC
zasilanego naptiem sinusoidalnym di&) =220V, f =50Hz,
f, =392Hz, R=5Q, L=50mH, C=330uF
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Rys. 18.29. Wykres nagiia na kondensatorag. = f(t), napkcig pa cewcejL/looz f(t),
napkcia na rezystorzeiy = f (351 oraz napgcia zasilaniau = f tSI w obwodzieRLC
zasilanego naptiem sinusoidalnym di& =220V, f =50Hz,
f, =392Hz, R=5Q, L=50mH, C=330uF

Przyktad ten symuluje wtzenie do sieci odbiornika jednofazowego rezystgyacy
— reaktancyjnego, w ktorym zachodzi warunek dlaapeatréw LC odbiornika
o =w,. Rys. 18.28 uwidacznia periodycezisktadows przegciowa pradu, ktora
opisuje zwgkszony pobor prdu przez odbiornik w pogtkowej fazie pracy.
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Przyktad 2. Zachodzi warunek >> w, (a)o =1/\/ LC, @ = 2af )

Dla podanego warunku, na rys. 18.30 oraz 18.31 dgtawiono przebiegi
czasowe prdu w obwodzie i = f(t), napkcia na kondensatorzai. = f(t),

napkcia na cewceu, = f(t), napkcia na rezystorzeu, = f(t) oraz napicia

zasilania u=f(t) dla obwoduRLC zasilanego naptiem sinusoidalnym dla
U =220V, f =200Hz, f,=48Hz, R=3Q, L=50mH, C=220uF.

i[A]

1

. -
—
&
B\
—
S—

7

L
f—
=

\
=
-

0,12

R ——— |

] t[s]
1
}

B | ALl LEA 1LY

]
_._-.=::====--$- -

¢ -

-12

Rys. 18.30. Wykres pdu w funkcji czasu = f(t) w obwodzieRLC
zasilanego napciem sinusoidalnym dl& =220V, f =220Hz,
f,=48Hz, R=3Q, L=50mH, C=220uF

U, Ug, U, Uc[V]
100

75

50

25

0 t[s]
12
-25 u/ 4
Ug | ==eseeeeees
-50 u / 40= =
U ==~
75

-100
Rys. 18.31. Wykres nagiia na kondensatorzg. = f(t), napkcia na cewcel, /40= f(t),
napkcia na rezystorzei = f Cg oraz napjcia zasilaniau/4 = f(t) w obwodzieRLC
zasilanego napciem sinusoidalnym dl& =220V, f =220Hz,
f,=48Hz, R=3Q, L=50mH, C=220uF

Przyktad ten symuluje wtzenie do sieci odbiornika jednofazowego rezystgyacy
— reaktancyjnego, gdzie zachodzi warunek dla patrémve LC odbiornika
o >>w,. Rys. 17.30 uwidacznia periodyezskiadow przegciowa pradu, ktéra
wprowadza dudnienia dla sygnahagu w pocatkowej fazie pracy odbiornika.

100



Przyktad 3. Zachodzi warunek << w, (a)o :1/\/ LC,w= 27rf)

Dla podanego warunku na rys. 18.32 oraz 18.33 ptaadono przebiegi

czasowe prdu w obwodzie i = f(t),
napkcia na cewceu, = f(t), napkcia na rezystorzeu, = f(t)
zasilania u = f t)

i[A]
15C

12t

10C
75

50
25H
0

IA\ N

-25

-50

¢|o

(AR A

t[s]
oh:

-754
-10C

-12¢

-15C

Rys. 18.32. Wykres pdu w funkcji czasu = f(t) w obwodzieRLC

zasilanego naptiem sinusoidalnym di&) = 220V,

f =50Hz,

f, =107Hz, R=07Q, L=10mH, C =220pF

U, Ug, Uy, Uc[V]

1500

1000

NN N AL T
1 MI d & J ’ v 2 1696 *
-500 :|| LI
e

-1000

-1500

Rys. 18.33. Wykres nagiia na k
napkcia na rezystorzei, = ft

zasilanego naptiem sinusoidalnym dl&) = 220V,

densatorzg. = f(t), napkcia na cewceu, /20= f(t),
? oraz napicia zasilaniau = f (t) w obwodzieRLC

t[s]

0,12

f =50Hz,

fo =107Hz, R=07Q, L=10mH, C =220pF

napkcia na kondensatorzay. = f(t),
oraz napjcia
dla obwoduRLC zasilanego naptiem sinusoidalnym dla
U =220V, f =50Hz, f,=107Hz, R=07Q, L=10mH, C =220pF.

Przyktad ten symuluje wtzenie do sieci odbiornika jednofazowego rezystgrcy
— reaktancyjnego, gdzie zachodzi warunek dla patrémve LC odbiornika
o << w,. Rys. 18.32 uwidacznia periodyezsktadow przefciowa pradu, ktora
wprowadza znieksztatcenia dla sygnatugdor w pocatkowej fazie pracy

odbiornika.

101



19. STANY NIEUSTALONE — METODA OPERATOROWA

Stany nieustalone oprécz metody klasycznejzmaobadé metod, operato-
rowg, ktdra opiera si na jednostronnym przeksztatceniu funki¢f). Funkcjaf(t)
nazywana orginatem, oldlena jest dla kadegot > 0 i rowna jest zeru gdy< 0.
Przeksztatceniem lub transformataplace’a funkcjif(t) nazywamy wyraenie

(1 ()= Fle)=] f(t)eat (19.1)

przy czyms =o¢ + jw jest zmiennp zespolog.

FunkcjeF(s) zmiennej zespolongjnazywamy transformatfunkcji f(t).

Orginal, tzn. funkcjd(t) odpowiadajca danej transformacié(s) obliczy¢ mazna
za pomog wzoru Riemanna-Mellina (przeksztatcenie odwrotne)

)=z (s)]=2iﬂa+f°% ()etas (192

a—jo

przy czyma jest dostatecznie dag liczba.
19.1. Prawo Ohma w postaci operatorowej
Rozwamy napécia chwilowe dla gaki szeregoweRLC, rys. 19.1

i R L C Napiecie na elementach obwodu peony
|"_':'_'_A_“_'—‘ opis& Il prawem Kirchhoffa
R U Uc
: di 1%
« u Ri+L—+—=|idt+u.(0")=u19.3
S fidtruc(0r)= w199

Rys. 19.1. Obwéd szeregowy elementyi, C o

Zapisujc réwnanie raniczkowe (19.3) w postaci operatorowej otrzymujemy

RI(s)+sLI (s)—Li(O*)+% +@=u(s) (19.4)
gdzie
I(s)=2[i(t)], u(s)=£[u(t) (19.5)
Z réwnania (19.4) otrzymujemy
w(0)). Li(0")
I(s)= ;’8 =( S zJ(s) (19.6)

gdzie Z(s)=R+sL +é - impedancja operatorowa.
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W przypadku, gdy wartei pocatkowe padu w cewce i nagcia na kondensa-
torze g réwne zeru, réwanie (19.6) upraszczads postaci

1(s)==% (19.7)

Otrzymalgmy prawo Ohma w postaci operatorowe;j.
19.2. | prawo Kirchhoffa w postaci operatorowej

Zgodnie z | prawem Kirchhoffa, suma algebraicznatedai chwilowych pgdow
w wezle rowna s zeru, czyli

Zk:ik(t)zo (19.8)
Stosujic przeksztatcenie Laplace’a do réwnania (19.8)yotwgemy

Zkllk(s)zo (19.9)
Wz6r (19.9) przedstawia | prawo Kirchhoffa w postgaeratorowej.

19.3. Il prawo Kirchhoffa w postaci operatorowej

Zgodnie z Il prawem Kirchhoffa, suma algebraicznarteéci chwilowych
spadkow nagic w oczku réwna sizeru, czyli

>uft)=0 (19.10)
k
Stosujc przeksztalcenie Laplace’a do réwnania (19.1Qyotujemy
YU, (s)=0 (19.11)
k
Wzo6r (19.11) przedstawia Il prawo Kirchhoffa w astoperatorowe;.

19.4. Impedancja operatorowa

Rozwamy pohczenie szeregowr — impedancji przy zerowych warunkach
pocatkowych rys. 19.2, tzn. w ktérych qaly w cewkach i nagxia na

iz Z, Zz Z, kondenstorach rowngjsic zeru w chwili
- - — . : .

il il el t = 0, gdy dziata zaburzenie powogltg

. stan nieustlony w obwodzie.

Rys. 19.2. Szeregowe potaczenie im-
pedancji
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Zgodnie z Il prawem Kirchhoffa niemy napisé

U,(s)+U,(s)+U,(s)+...+U (s)=U((s) (19.12)
OznaczmyJi(s), Ux(Ss), Us(S), Un(s)

U,(s)=1(s)z,(s) (19.13)
U,(s)=1(s)z,(s) (19.14)
U,(s)=1(s)z,(s) (19.15)
U,.(s)=1(s)z,(s) (19.16)
U(s)=1(s)z,(s) (19.17)

Podstawiajc (19.13, 19.14, 19.15, 19.16, 19.17) do réwnab®lQ) i dziedc obie
strony wyraenia przez(s) otrzymujemy

Z,(s)=2,(s)+Z,(s)+ z(s)+...+ Z,(s) (19.18)

Zaleznos¢ (19.18) przedstawia wzor na impedanepstpcz n — pohczonych
szeregowo impedancji w postaci operatorowej.

Rozwamy pobczenie réwnolegien — impedancji przy zerowych warunkach
pocatkowych, rys. 19.3.

in Z, Zgodnie z | prawem Kirchhoffa miemy
napisa

bs
iz 1,(s)+1,(s)+15(s)+...
e L6119

u

+
(19.19)

Rys. 19.3. Réwnolegte pgzenie
n - impedancji

Oznaczmyl(s), 12(S), 13(9), In(S)

1,(s)= Z((z)) (19.20)
1,(s)= ;2((2)) (19.21)
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1,(s)=~ ((Z)) (19.22)

z
1,(s) =LZJH—((S;) (19.23)
1(s)= ;’—(SS)) (19.24)

Podstawiajc (19.20, 19.21, 19.22, 19.23, 19.24) do réwnab®l@) i dziedc obie
strony wyraenia przeaJ(s) otrzymujemy

t ot 1,1, 1 (19.25)

z(s) zls) zls) z(s) 7 z(9)

Zaleznos¢ (19.25) przedstawia wzor na impedanepstpcz n — pohczonych
réwnolegle impedancji w postaci operatorowe;j.

19.5. Admitancja operatorowa

Rozwamy dwdjnik rys. 19.4

i Z Admitancp operatorow Y(s) dwdjnika
y nazywamy odwrotné jego impedancji
operatorowey(s)
Rys. 19.4. Dwojnik sktadagy 1
si¢ z impedancjZ Y(s) ==~ (19.26)
z(s)

Przy zerowych warunkach pagkowych, admitancja operatorowa dwdjnika rowna
sie ilorazowi transformaty pdu i transformaty napcia

Y(s)= % (19.27)

19.6. Przykfady zastosowania metody operatorowejodobliczania obwodow
standw nieustaloych

Przyktad 1
Wyznaczy prad w gakzi, napecie na rezystorze, najgie na cewce przy

szeregowym patzeniu elementowr, L rys. 19.5, po wiczeniu nagicial = 10 V
w chwilit=0. WartéciR=5Q, L = 0,1 mH.
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Z warunku pocatkowego dlat = O

i R L
t=od | ur | u ! wynika, z prad w gakzi szeregowej nie
/') A ptynat

Rys. 19.5. Gat szeregowa elementéiL, i(O') = i(O) =0 (19.28)
magnesowanie cewki

Wobec tego mzemy zastosowa prawo Ohma w postaci operatorowej przy
zerowych warunkach pogtkowych

U
I(S):lé((j - R+Ss|_ :BRS(]_-:!I:S‘L') (19.29)
gdzier = L/R — stata czasowa obwodu.
Szukajic orginatu funkcji (19.29) otrzymujemy g w obwodzie
i(t)=%£'1{®}=%(l—e%J (19.30)
Transformata naptia na rezystorzR wyraza sk wzorem
U.(s)=1(s)r=U 1 (19.31)

si+s)

Szukajc orginatu funkcji (19.31) otrzymujemy ngpie na rezystorze

uR(t):UzE'l{ 1 }=U(l—e_ij (19.32)

s{1+sr)

Transformata naptia na cewcé wyraza st wzorem

(g YL 1
U (s)=1(s)sL = = Toe (19.33)

Szukajc orginatu funkcji (19.33) otrzymujemy ngpie na cewce

u (t)= %gl{lj&} =Ue " (19.34)

Na rys. 19.6 przedstawiono przebiegdar, nap¢cia na rezystorze oraz nagpia na
cewce w rozpatrywanym obwodzie.
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Rys. 19.6. Przebieggiu i = f(t) napkcia na rezystorzel, = f(t)
oraz napjcia na cewceu, = f(t) w rozpatrywanym obwodzie

Przyktad 2

Wyznaczy prad w gakzi, napkcie na rezystorze, nagie na kondensatorze przy
szeregowym patzeniu elementdéw, C rys. 19.7, po wfczeniu napicial = 20 V
w chwili t = 0. Wartdci R= 500, C = 1000uF.

i R C Z warunku pocatkowego dlat = O

I ——=— wynika, &z kondensator byt roztadowany
t=0l 1 Uz 1 uc i

”1 u u.(0)=u.(0)=0  (19.35)

Rys. 19.7. Gat szeregowa elementtirC,
tadowanie kondensatofa

Wobec tego meemy zastosowa prawo Ohma w postaci operatorowej przy
zerowych warunkach pogtkowych

U
_Ule) . s et
'(S)_z(z)_R+1_Ucl+sf (19.36)

gdzier = RC — stata czasowa obwodu.
Szukajic oryginatu funkcji (19.36) otrzymujemy gt w obwodzie

i(t)=UC£'1{ 1 }=£(1—e_:j (19.37)

Transformata napc€ia na rezystorzR wyraza st wzorem

_ _ 1
U.(s)=1(s)R —URC—S(1+ - (19.38)
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Szukajc oryginatu funkcji (19.38) otrzymujemy nagpie na rezystorze

_ I T G-
u,(t)=URCE {s(1+ Sr)} Ue (19.39)

Transformata nap€ia na kondensatorzewyraza sk wzorem

1 1
C  sli+s)

(19.40)

Szukajc oryginatu funkcji (19.33) otrzymujemy ngpie na cewce

uc(t):UE’l{ 1 }=U(1—e{j (19.41)

s(l + Sr)

Na rys. 19.8 przedstawiono przebiegdar, napicia na rezystorze oraz nagpia na
cewce w rozpatrywanym obwodzie.

U, Ug, Uc[V], i[A]
20 -T -
\ - -
) e
154y #
\ |/
\ Yy —_—
10— Y
/h i
. R
5 / > uc_ =
< T
. N
........ ~ i
IS 3 S ol Jum=] {[g]

0,00 0,04 0,08 0,12 0,16 0,20

Rys. 19.8. Przebieggiu i = f(t), napkcia na rezystorzel, = f(t)
oraz napjcia na kondensatorzg. = f |t) w rozpatrywa-
nym obwodzie

Przyktad 3

Wyznaczy prady w obwodzie oraz naggie na kondensatorze rys. 19.9,
po wiczeniu napjcia stalegoU = 30 V w chwilit = 0. Wartéci R, = 5 Q,
R, =10Q, C = 200uF.

t=0

_:TUC

Rys. 19.9. Schemat rozpatrywanego
uktadu
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Zaktadamy,ze nap¢cie pocatkowe na kondensatorze w chwiti£ 0) = (t = 0)
réwna s zeru.
Impedancja zagpcza obwodu wynosi

R
—R+_C _p4+ R
ZRl,RZ,C (S) =R+ i R+ 1+CR, (19.42)
R, +
sC
Transformata naptia zasilajcego wynosi
U(s)= v (19.43)

S

Stosujemy prawo Ohma w postaci operatorowej przyowgch warunkach
pocatkowych

_ufs) _ u 1 CR,
TR e e 09

gdzier = CRiRlTRz — stata czasowa obwodu.

Wyznaczajc transormat odwrotry do funkcji (19.44) otrzymujemy pd i,
t t
i,(t)= v (1—e f]+ief (19.45)
R+R R

Prad i, wyznaczymy z zalaosci

Rj,=U-Ri, = i, :é(u -Rj,) (19.46)

Prad iz wyznaczymy z zaleosci

iy =i, —i, (19.47)
Napiccie na kondensatorze wysg bedzie sé wzorem

Ue =Ry, (19.48)

lub
u. =U - Ri, (19.49)

Na rys. 19.10 przedstawiono przebiegi czasowgdw i, i, iz natomiast na
rys. 19.11 przedstawiono przebieg czasowy ¢tag@ina kondensatorae w rozpa-
trywanym obwodzie.
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i1, iz, ig[A]

2,0
U/R,
15
U/(Ry#Ry)
1,04 =
K -
. e
4
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0,5 7 *] !2 -— -
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oo0d— | | Tteeednn., t[S]

0,00 0,04 0,08 0,12 0,16 0,20

Rys. 19.10. Przebiegi czasowggiw i, = f(t), i, = f(t) orazi, = f(t)
w rozpatrywanym obwodzie

uclV]
40

30

20

(UR}(Ri+Ry)
10

Uc

0 t[s]
0,00 0,04 0,08 0,12 0,16 0,20

Rys. 19.11. Przebieg czasowy n@a na kondensatorag. = f(t)
w rozpatrywanym obwodzie

Przyktad 4

Wyznaczy przebieg pgdu na cewce w ukfadzie przedstawionym na rys. 19.12
jezeli w chwili t = 0 otworzono wycznik. Wartéci U = 60 V, R, = 5 Q,
R,=10Q,L=0,2 H.

i R Ukladamy réwnanie riczkowe dla
obwodu

(R+R)i+ L% =U  (19.50)
t=0

Rys. 19.12. Schemat rozpatrywanego
uktadu
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Dokonupc przeksztatcenia Laplace’a réwnania (19.50) otrzgmy

(R+R,)I(s)+sLI(s)-Li(0")=u(s) (19.51)

Korzystapc z warunku pocgtkowego

i(0)=i(0")=< (19.52)
R
otrzymujemy
Uu_u
(R +R,)I(s)+sLI (s)—LE—; (19.53)
Z réwnania (19.53) otrzymujemy transforgaradu i
(5) =" : + oL 1 (19.54)
R+R sll+st) R(R+R)1+sr
gdzier = L/(R+R;) — stata czasowa obwodu.
Szukajic orginatu funkcji (19.54) otrzymujemy qut i
t
i(t)= J (1+ie ] (19.55)
R+R\ R

Na rys. 19.13 przedstawino przebieg czasovagpma cewce w rozpatrywanym
obwodzie.

ifA]

15,0

uféfi---_.-_______

10,0

A\

I \\ ......

U/(RiRy)
2,5 | —_—
{[s]

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

Rys. 19.13. Przebieg czasowwghu i = f(t) w rozpatrywanym obwodzie
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Przyktad 5

Wyznaczy przebieg pgdu na cewce w ukfadzie przedstawionym na rys. 19.14
jezeli w chwili t = 0 zamkngto wylacznik. Wartéci U = 60 V, R, = 5 Q,
R,=5Q,L=0,2 H.

i R Ukfadamy roéwnanie rniczkowe dla
1 obwodu

U L _

: di
Ri+L—=U (19.56)

dt

t=0
Rys. 19.14. Schemat rozpatrywanego
uktadu

Dokonupc przeksztatcenia Laplace’a rownania (19.56) otrzgmy
RI(s)+sLI(s)-Li(0")=U(s) (19.57)

Korzystapc z warunku pocgtkowego

i(o):i(o+):( Y (19.58)

otrzymujemy

RI(s)+sLI(s)-L (19.59)

Z réwnania (19.59) otrzymujemy transforgaradui
_u 1 UL 1
I (s) =— +
R s(l+s7) R(R+R,)1+sz

gdzier = L/R, — stata czasowa obwodu.
Szukajic orginatu funkcji (19.60) otrzymujemy qut i

(19.60)

U, U
|(t)_E(1 e J+R1+R2e (19.61)

Na rys. 19.15 przedstawino przebieg czasovagpma cewce w rozpatrywanym
obwodzie.
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Rys. 19.15. Przebieg czasowwghu i = f(t) w rozpatrywanym obwodzie
Przyktad 6

Wyznaczy prady w obwodziei,, i,, i3 Oraz napicie na cewce i kondensatorze
w obwodzie przedstawionym na rys. 19.16zeje w chwili t = 0 zamknito
wytacznik. Wartgci U = 100 V,R, = 20Q, R, =10Q, R = 10Q, L = 0,1 H,

C = 2200uF.

Z warunkéw pocatkowych dlat = O,
wyhika

i,(0)=i,(0) = l: (19.62)

_ U
Rys. 19.16. Schemat rozpatrywanego Uc (0 ) =Uc (0) = :-\)2 (19.63)
uktadu Ri Rz

Uktadamy réwnania rniczkowe dla oczek obwodu z 1l prawa Kirchhoffa

R2i2+L%—Li2(O+)=U (19.64)

H t
R2i2+L%—Li2(O+): R3i3+%ji3dt+uc(0+) (19.65)
0
Dokonupc przeksztatcenia Laplace’a rowngl9.64), (19.65) otrzymujemy

(R, +sL)1,(s)-Li,(07)=U(s)

(R, +sL)1,(s)-Li, (0")= (Rs +%)'3(S)+uc ) (19.66)

Podstawiajc prawy strore pierwszego réwnania do lewej strony rownania drugi
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go, otrzymujemy wzoér na transformairaduis

U(s)=(R3 +éjls(s)+uc(0+) - (19.67)
U _ 1 U R,

E_(&+§J|3(s)+§R+R2 = (19.68)
—cly - YR 1

|3(s)_c(u R1+RJ1+ST1 (19.69)

gdzie r; = CR; — pierwsza stata czasowa obwodu.
Szukajic oryginatu funkcji (19.69) otrzymujemy qutis

. U R )&
i (t)=—(1——je n (19.70)
T RU R+*R
Z pierwszego rownania uktadu réwnél9.66) otrzymujemy transformategdui,
1, ()= LD ) (B+L.0) (19.67)
R, +sL
U U
s R+R
=S "Nt
1,(s)= e (19.68)
A0 CE=W S (19.69)
R, sll+s7,) R R+R,1+sr,
Szukajic oryginatu funkcji (19.69) otrzymujemy qat i,
U ) U o
i,t)=—[1-e™ |+ e (19.70)
R, [ } R+R
Prad i; wyznaczymy z zalaosci
i, =1, +i, (19.71)
Napiecie na kondensatorze wymask transformag
1 R, 1
U.ls)=1,(s)—=U|1- 19.72
(=180 =V 19.72)

Szukajc oryginalu funkcji (19.72) oraz uwzglniagc warunek pocgkowy
(19.63), otrzymujemy nagiie na kondensatorzg
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uc(t)=£’]{UC(s)}+uc(0+)=U(1— Rl'}@}[l—e';}u RTZRZ (19.73)

Napiecie na cewce znajdziemy z zabesci
Rji,+u =Rj;+u. = u =Rji,—Rj, +u, (19.74)

Na rys. 19.17 przedstawiono przebiegi czasowglqw iy, is, i3, natomiast na
rys. 19.18 przedstawiono przebieg czasowy ¢gtégpina cewcel_ oraz nagicia na
kondensatorzac w rozpatrywanym obwodzie.

i1, 02, 15[A]

12
U/R, D_._

9 +

0| e t[s]
0,00 0,04 0,08 0,12 0,16 0,20
Rys. 19.17. Przebiegi czasowggiw i, = f(t), i, = f(t) orazi, = f(t)
w rozpatrywanym obwodzie

U, UclV]
120
U 100
80 //
60y
40
(UR)(Ri+Rp) U =-=-
20 \ Uc
\
0 = t[s]

0,00 0,04 0,08 0,12 0,16 0,20
Rys. 19.18. Przebieg czasowy r@ia na cewcel, = f(t) oraz

napkcia na kondensatorzg. = f(t) w rozpatrywanym
obwodzie
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20. FILTRY

Filtry sa to uktady elektryczne, ktére charakteryzsgje okreslonymi znanymi
parametrami przenoszenia sygnatow.zstdo ttumienia sygnatu w okéenym
pamie czstotliwaosci.

Podstawowymi parametrami filtru jest wspélczyntiiknienia przenoszonego
(filtrowanego) sygnaiwc(w), ktéry wyraza sk wzorem

o) = U (@) o (20.1)

oraz wspotczynnik przesugia fazowego ﬂ(w) ktory okreéla przesunicie
fazowe sygnatu wygiowego wzgtdem sygnatu wégiowego

Blo)=0,, (®)-0, () (20.2)

Stroma¢ charakterystyki ttumienia przenoszonego sygnakepffiltr o = f(a))
okreslana jest cgsto w decybelach na przedziat ¢stotliwosci (na dekad
czestotliwosci)

o\
K, (g = 20l0g (@,) (20.3)

a(wl)

gdzie ax — pocatek, ay — koniec przedziatu (dekady)estotliwasci.
20.1. Filtr dolnoprzepustowyLC typu T

Rozpatrzmy filtr dolnoprzepustowyC typu T jak na rys. 20.1.

C
T Rys. 20.1. Filtr dolnoprzepustovia typu T

Oznaczmy nagtia, pady oraz impedanejobcizenia, ktog stanowi rezystoR,.

Rys. 20.2. Filtr dolnoprzepustovia typu T
w stanie obeizenia

Obwdd rozwiazemy metod liczb zespolonych, wyznaczaj napecie U, na
impedancji obejzenia Z,. Bedziemy wéwczas mogli wyznac&ycharakterystyk
ttumienia sygnatu przenoszonego przez fildarzf(a)) oraz charakterystyk
przesunjcia fazowegop = f (o).
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Najpierw oznaczmy impedancje obwodu
: : o1
Z(w)=jak,, Z,(@)=jaL,, Zs(w):—lz, Z,=R, a=2nf (20.4)

Wyznaczmy pgd 14

U
1 (w)=—= (20.5)
' Z1234(6"))
gdzie [_ ]
Z,(0)+2,]2,()
Z - Z 2 =41=3 .
_1234(w) _1(a))+ ;2(60)'*';3(60)'*';4 (20.6)
Napiecie na kondensatorzewyrazaé bedzie sé wzorem
Uc(@)=Zgm(o), (@) (20.7)

gdzie
Z(0) = 2 E(Cs’)ﬂ(]—)( ) (20.8)

Prad |, wyraza¢ bedzie st wzorem

1(0)= ;—:((;“)) » Zu(0)=2,(0)+ 2, (20.9)

Ostatecznie otrzymujemy ngpie na impedancji obgtenia filtruU,

[2,(0)+2,)2.() - u,
T )
)z,

£620.10)

Wyznaczamy wspoétczynnik ttumienia sygnatu przenosgo przez filtra = f (a))

a(w) = |Q|G(T)| (20.11)

oraz charakterystykttumienia w funkgji pulsacji (agstotliwasci) 4 = f (w)

(0) =ardu ()] -ardu ] (20.12)

Ze wzorow (20.4, 20.10, 20.11) wynikae wspotczynnik ttumienia sygnata
zalezy od pulsacjie i parametrow uktadu, elementow reaktancyjnychdfilt;, L,
i C oraz impedancji obgkenia, ktég w tym przypadku stanowi rezystBy. Jezeli
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przyjmiemy zadasm wymagarn warteé¢ A spadku amplitudy sygnatu na ¥giu
filtra, zadany wspoéfczynnik ttumienia

alw, L, L,,C,R)=A (20.13)

to dla wymaganej pulsacji odcia (czstotliwasci), dla filtru dolnoprzepustowego
jest towg i przy przygtych elementach;, L,, R, mozemy dobra ze wzoru (20.13)
wartas¢ elementlC.

Na rys. 20.3 przedstawiono rodgircharakterystyk wspotczynnika tlumienia
o= fz/a)) a na rys. 20.4 wspéiczynnika przeswia fazowegof = f(w) filtra
dolnoprzepustoweghC typu T o nasfpujacych parametrach uktadu,, =1pH,

L, =200mH, C=47nF, rezystancji obazenia R, =100Q, R,=200Q,
R, =400Q i sinusoidalnym napciu zasilania o wartei skutecznelJ =24 V.

a) b)
af-] af-]
1,2 1,2
1,0 1 <

08 08
0,64 0.6
0,44 04

v T i A N
: ‘o
0,214 0,2 A

e sy LO(()%L%/S] 0 m— 5 w[l/s]

L
L— S 75
-
>

-0,2 -0,2

1s (D) a(Rolv (U)
2 W)= = = a(Rop, ) = = =
3y () =reeeaenns a(Roa' @) sereraranns

Rys. 20.3. Rodzina charakterystyk wspotczynnibenteniao = f (a)) filtra dolnoprzepustowegbC
typu T o parametrach uktady, =1pH, L, =200mH, C =47 nF dla rezystancji (impedancji)
obcigzenia R; =100Q, R, =200Q, R; =400Q isinusoidalnym naptiu zasilania
o wartaci skutecznej =24V, a) liniowa skala pulsaciji, b) logarytmiczna skaldsacji
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Adeg]
0

. kb 4 5
N\,
Ny
'
-30 .0
\:
I
Vi B(Ro1, @)
o v BRozs )= = =
\ \\ /3(FQ03, 175) RLLLLLLLE
\
N
90 == CO[l/S]

-120

Rys. 20.4. Rodzina charakterystyk wspoétczynnikeepunécia fazowegop = f(w) filtra dolnoprze-
pustowegd_C typu T o parametrach uktady =1uH, L, =200mH, C =47 nF dla rezystancii
(impedancji) obeizenia R, =100Q, R, =200Q, R, =400Q i sinusoidalnym nagciu
zasilania o wartei skuteczney = 24 V (logarytmiczna skala pulsaciji)

20.2. Filtr dolnoprzepustowyRC typu T

Rozpatrzmy filtr dolnoprzepustowsC typu T jak na rys. 20.5.

C
T Rys. 20.5. Filtr dolnoprzepustovRC typu T

Oznaczmy nagcia, pudy oraz impedangjobcizenia, ktog stanowi rezystoR,.

w stanie obgjzenia

Obwod rozwizemy metod liczb zespolonych. Algorytm pagiowania oraz
wzory g podobne jak w punkcie 20.1 z tdéznicg, ze zmieni s¢ charakter
impedancji uktadu, mianowicie

Z,=R, Z.=R, Z(@=--=, Z,=R, a=2f  (201)
Postpujac jak w punkcie 20.1 otrzymujemy wzory na wspotaaknttumienia
przenoszonego sygnatu przez filr oraz jego charakterystykw funkciji
pulsacji (czstotliwosci)

(x(a)) = |Q2 (a)] (20.15)
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oraz wspétczynnik przeswuia fazowegof przenoszonego sygnatu oraz jego
charakterystyk w funkcji pulsacji (czstotliwosci)

B(w)=ardu, ()] -ardu,] (20.16)

gdzie

[2,(0)+2.]Z4(0) u,
;2(w)+;3(w)+;4 Zl(a))+ [;2(6‘)))+;4 Z)a(a))(ZO.l?)
B Z +Z

U,(0)=2,1,(0)=2,

Ze wzoréw (20.14, 20.15, 20.17) wynikze wspoétczynnik ttumienia sygnaku
zaleey od pulsacjiw i parametrow ukladu, elementéw filtid, R, i C oraz
impedancji obcjzenia, ktéy w tym przypadku stanowi rezystdr, Jezeli
przyjmiemy zadasm wymagarn warteé¢ A spadku amplitudy sygnatu na giu
filtra, zadany wspoétczynnik ttumienia

a(w,R,R,,C,R)=A (20.18)

to dla wymaganej pulsacji odcia (czstotliwosci), dla filtru dolnoprzepustowego
jest to wg, i przy przygtych elementactR;, R, R, mazemy dobré ze wzoru
(20.18) warté¢ elementlC.

Na rys. 20.7 przedstawiono rodgircharakterystyk wspotczynnika tlumienia
a= f{w) a na rys. 20.8 wspoiczynnika przeswia fazowegop = f () filtra
dolnoprzepustoweg®C typu T o nasfpujacych parametrach ukfad® =10Q ,
R, =100Q, C=63uF, rezystancji obazenia R,=100Q, R,=200Q,
R, =400Q i sinusoidalnym napciu zasilania o wartei skutecznelJ =24 V.

a)
af-]
0,9
0,75
3
0,6
3
0,45
o3 d Ro1, @
0 Ry, 0) = — =
0,157\ Rog, @) ==esmmeeen:
"’w.l
0 = w[1/s]

0 20000 40000 60000 80000 100000
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